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摘  要: 为了生成带有高质量蓝噪声性质的采样分布, 提出一种基于重心 Delaunay 三角剖分的点采样算法. 该算法
将 Delaunay三角剖分与 1-邻域三角片重心相结合, 迭代地将每个采样点移至其 1-邻域三角片的重心处并更新采样点
之间的拓扑连接关系; 重心通过给定的密度函数计算得出. 实验结果表明, 本文算法在运行效率与鲁棒性方面均有
一定优势. 
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Blue-Noise Point Sampling Based on Centroidal Delaunay Triangulation 
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Abstract: We present an algorithm for generating point distributions with high-quality blue noise character-
istics based on centroidal Delaunay triangulation. The method combines Delaunay triangulation with cen-
troidal patch triangulation, and iteratively moves each vertex to the centroid of its 1-ring neighborhood and 
updates the topological connectivity between the sampling points. The centroid of a patch is calculated by 
using a given density function. The experimental results demonstrate the effectiveness and robustness of the 
proposed algorithm. 
 
Key words: blue-noise sampling; Delaunay triangulation; centroidal patch triangulation 
1  相关工作 
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??. ?????????????, ?????
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??????????????????????
???????[4]. 
 
 
a. ??????  b. a??????? 
? 1  ????????????????? 
 
 
a. ????  b. ????? 
? 2  ??????????????????? 
 
?????????? Delaunay ?????
????????. ????? Delaunay ???
?? 1-??????????, ???????
????????????? , ???????
?????????????. 
???????????????????
????? Poisson ????[5], ???????
????????????? , ???????
????? mind ??, ???????. ????
??????????????? , ?????
?????????? , ??????????
????????.  
?????????????, ???? 1986
? Cook[2]???“???”??. ???????
????????, ??????? x , ????
??????????? ix ?????????
??? r , ? Poisson ?????, ??????
???????, ??????, ???????
?????; ?????????, ??????
?????????????? , ??????
?????????? ix ????????? r . 
? McCool ?[6]????????, ??????
????????????????? . ???
?????????????????? , ??
??????, ?????????????. ?
?, ?????????????. Dunbar?[7]?
?????????????????????, 
??????; ????????????, ??
?????. Yan ?[8]????????? Power
??????? Poisson ???????, ???
?????. 
???????????????????
?? , ??????????????????
??, ? Voronoi????? Delaunay?????, 
?????????????????????
???. ???????? 2 ???: (1) ???
??????; (2) ?????????????
?????????, ??????. 
Du ? [9]?????? Voronoi ?(centroidal 
Voronoi tessellation, CVT)??? , ??????
????Voronoi?????. ???Lloyd??[10]
???? CVT????, ??????? CVT?
? , ???????????????????
?; ??????????, ?????????
??????, ?? Voronoi ?????????
?????, ?? 3??, ??????????
??????. Reinert ?[11]?????????
?????? Lloyd?????, ???????
?????? . ?????? , ???? [12]??
?????????? CVT ??, ??????
?????????? , ??????????
?, ?????????. 
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? 3  ?? Voronoi?? 
 
?????????, Balzer?[13]?????
?? Voronoi??(capacity-constrained Voronoi tes-
sellation, CCVT)??, ??, ?????????
?? Voronoi ??????, ??? Voronoi ??
????????. ??????, ??????
??????????. ??????????, 
??????????? Voronoi???????. 
CCVT????????????????, ??
? Voronoi ?????????, ???????
?????????????????????
??? , ????????????? n???
????, ????????. ??, Li?[14]??
GPU ?????? CCVT ??(fast capacity con-
strained Voronoi tessellation, FCCVT), ?????
?????????? , ??????????
????????.  
???????, Chen ?[15]??? CCVT ?
?????????????? , ??????
??????????????. de Goes?[16]?
?????????????????? CCVT?
?, ???? Power???CCVT????Voronoi
?, ???????????????. 
Xu?[17]?????????Delaunay???
?(capacity-constrained Delaunay triangulation tes-
sellation, CCDT), ???? Voronoi ?????
Delaunay ???? , ???????????
Delaunay ??????, ??????????
??. ???????????????, ???
????. ???? [18]???????????
?? Delaunay????(optimal Delaunay triangu-
lation, ODT)??[19], ????? ODT?????
?, ?????????. Ahmed?[20]?????
?? Delaunay????????????(???
push-pull), ??????? 1-????(????
?, ?????), ??????? Voronoi???
??????????. 
???, ?????????, ???? 1-?
??????(centroidal patch triangulation, CPT)[21]
???, ?? Delaunay ???????????
???????????????? , ????
?????? Delaunay ????(centroidal Delau-
nay triangulation, CDT)????????; ???
? OpenGL??????, ??????????
????, ???????????. 
2  本文算法 
2.1  CPT 原理 
?? N ????????????, ???
1{ }
n N
i iX x    . ? T ????? X ?????, 
????? ix X , ????????????
????????? ix ? 1-????, ? i ??
?, ?? 4 ??. ?? i ???????????
?? N   ??????  x ?? , ( ) 0x  , 
 d
i
x x    . i ?????? 
 
( ) d
( )d
i
i
i
x x
c
x


 
 

   (1) 
 
 
 
? 4  ???? 1-????????? 
 
????? ix T ???????????
ic ??, ???? X ?????T ????? 1-?
?????. Chen?[22]??CPT????????
???. 
2.2  算法描述 
Delaunay ???????????, ???
??????????, ???????????
?????? . ??[19]???????  ??
??? , ??????????? X , ????
????, ???????????, ?????
??Delaunay????. ???[21]??????
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Delaunay ???????????? CPT ???
??, ????? Delaunay????, ???  
 
  2
1
( , ) d
i
n
i
i
F X T x x x  
 
 
(2)
 
??, T ??? X ? Delaunay ????, ( , )F X T
??????????????? xi? 1-?? i
????????, ? ix ????? *ix ?? 
   2* min d
ii i
i ix
x x x x     (3)  
???, i ??? ic ???(3)??, ??[21]??
?????? 2???????, ???????
????????????? 1-?? i ???:  
(1) ?????? , ?????? X ?
Delaunay????.  
(2) ???????, ????????? ix , 
?????? 1-?? i  ??? ic ??, ? 
 *i ix c  (4) 
??????????? Lloyd ?? [10]??? . 
Lloyd ????????????????
Voronoi ????, CDT ???????????
?????? 1-?? Delaunay ??????. ?
?? CDT ??????????????, ??
?????????? , ??????????
???, ?????????????.  
????????? X , ?????????
??, ???????????. ??????: 
??. ???? n , ???? N . 
??. ????????????. 
Step1. ????????, ????????. 
Step2. ??????, ????? Delaunay ??
??. 
Step3. ????, ????? 1-?? Delaunay ?
????. 
Step4. ????????? , ????????
???? 1-?????. 
Step5. ?????????? N , ???? ; ?
?, ? Step2. 
2.2.1? ? ?????????
????????????? , ?????
??????????????????? ( )x
???. ????????????, ?????
?????. ??????, ?????????
?????????????????? , ??
?????? X , ?????????????
??????. ??????????, ????
????. ??, ????????????, ?
?????? , ???????? ( )x ????
?????? , ??????????????
?????????. ??????: ?????
???????? , ????????????
???; ??(0,1)??????? m , ?????
?, ????????, ?????. ?????
?????????????????? , ??
??????????.  
?? , ????????????????
???????????????????? , 
??? , ?????????????????
??????????? , ?????????
???????? . ????????????
????????, ????????, ????
?????????????????? . ??
??????????????? , ?????
????????[16]???????? Power?
???? , ????????????????
???????. 
2.2.2? ? ?? Delaunay?????
?????????????? Delaunay ?
????, ?????????????[23]???
? Delaunay??????.  
???? ,  ? (3)??????????? , 
????? 1-?????????. ?????
??????????????? , ?????
?? , ?????? ic ???????????
1-???? i . ??????????????
??????????????????? , ?
??????????? i ?????, ???
????? Delaunay ????????????
????????????? , ???????
?????, ????????. ???????
???, ?????????, ???? 2 ???: 
(1) ????. ? 5 ?????????????
?; (2) ??????????? D??????
? , ??????  ????????????
???? , ????????????????
??????, ?????????????, ?
?, ?? ??????????. ??????
???, ??? 0.1~0.2 ????. ??????
???????? , ??????? , ???? 
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a. ?????? b. ?????? c. Delaunay?????? d. c?????????? 
? 5  ??????? 
 
????????????. ?????, ???
???????????? , ????????
?????????; ???????????
???????????????? , ????
????? , ???????????????
?, ?????????????, ??????
????????? . ???????????
???? 2???. 
2.2.3  ????????
???????? 2???:  
Step1. ??????? 1-??????????
??; 
Step2. ???????????????? 1-?
????. 
???????? , ??????????
??????????, ???????????
????????, ????????????, 
??????????????? ( )O n , ?? n
??????. ??, ????????????
??, ????? 1-????????????
??????????????????, Step2
?????? Step1 ?????, ? Step1 ???
?????????????????????
??????????????????? . ?
??????????????????? , ?
???????? 3?????????????
???????, ?????????, ????
?????????????. 
2.3  算法优化 
???????????? Bresenham ??[24]
????????? , ???????????
??, ???????, ???????????
?????????????? . ??????
?????????????????.  
???????????????????
?: ??OpenGL??????????????
???????? , ????????????
????????????; ????????
???????????????? , ????
???????. ?????????? 5 ??, 
?????????? , ??????????
???????????????. ?? 5d ??
??????????????????? , ?
???????? , ????????????
??, ?????????, ?????????
???, ???????????? 1-????, 
??????. ??, ????????????
??????? , ?????????????
???????????????.  
?? 6??, ?? 5a???????, ???
???? 2 048, ? 6a ??? CDT ????? 0
??? 100???????, ????, ????
???????????????? , ????
??????, ????????, ??????
???????????????????? , 
???????, 2?????????. ? 6b?
?? 2????? 30?, ???????????
??, ????, ??????????????
????. ?????????????????
????? , ???????????????
?. ??????, ????? 16 k??????
??? 3.83 s; ???????????????
???, ??????????, ???????
????????, ????? 16 k ?????
?? 23.54 s. ??, ?????????????
??, ???????????????, ???
??. 
?? , ????????????????
???????? , ????????????
?? . ??????????????????
?, ??????????????????. 
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? 6  ??????????????????? 
 
??????????(simulated annealing, 
SA)[25], ???????????????, ??
???????????????? . ????
???????, SA ????????????
??, ????????, ??????????
?????????. ??, SA ???????
??????????????. 
???????????????????, 
?????????????????????
?????????; ??, ????????. 
????????“????”, ???????
??????  
  * T1 2( cos 2 , sin 2 )[ , ]i i ix x l u v u v    t t       (5) 
??. ??, il ??? ix ???????????
??, u? v? 2 ????[0,1]????, 1t ? 2t ?
ix ?????? 2??????????. 
???, SA ??????????????
?, ????????????????, ???
???????. ???,  ?????? SA ?
???????????,  ????????. ?
?  ?? , ????????????????
?????????, ????????; ?? 
??, ???????????????. ???
???????, ?? 0.2?, SA??????
??????????????.   
2.4  算法讨论 
????? CDT ????????????
????. ?(2)??????????????
?????? 1-????????????? . 
????, ????(2)???????????
?????? 1-????????, ?? CDT ?
???????? Delaunay ?????????
??????, ????? 1-???????, ?
???, ??????????. 
?? Poisson ?????????????, 
????????? Voronoi ???????
Poisson????????????????[8]. ?
?, ???????, Voronoi ????????
??? 1-?????, ???? 1-??????
???????. ?? CDT?? Delaunay???
?, ???????????? 1-?????, ?
???????? , ????????????
???????; ?????????????
??????, ?? CDT ??????????
??????? Poisson???. 
3  实验结果及分析 
???????????????????
???????????. ????? C++??,
? 3.20 GHz? Intel Xeon???, 12 GB? RAM?
PC????. 
3.1  频谱分析 
???????????????????, 
? Ulichney[1]???????????, ????
?????????????????????. 
??????????????? , ?????
???????????? , ??? k ????
??????????????.  
???????????????????, 
????????? 2??????????: (1) 
?????? . ??????????????
??, ??????????????, ????
????????????? , ???????
???????; (2) ????. ???????
?????. ???????????????, 
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?????????. ??????? Lagae ?[26]
????????????????? . ??
Schlmöer?[27]?????[26]???, ?????
?????????????????????.  
??????????????? Poisson?
???????. ???????, ?? Schlmöer
?[27]?????????(PSA)??????, ?
????????????????????. 
3.2  均匀采样 
???????????????????
??. ???????????????, ???
?????????? , ?????????? 
1 024. ??????, ?? 10 ????????
?, ???? 10 ???????????. ??, 
?????????????????????
?????, ????? CVT ??[10], CVT ??
????? CCVT ??[13], ?? Power ????
???? BNOT ?? [ 1 6 ] ,  ????????
Delaunay ??????????? CCDT ??[17]
? push-pull ??[20]. ? 7 ??????????? 
 
 
 
? 7  ?????????????? 
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?????????????, ????????
????????????????? . ???
???? CVT, CCVT, BNOT, CCDT, push-pull?
????????? , ???????????
??, ?????????, ?????????
??????. 
?? 7? 1???????????????, 
6????????????????; CVT??
????????????????? , ???
?????????????? , ??????
???????? , ????????????
????????? , ???????????
??????, ????????????; ??
5 ????????????????????, 
?? CVT ??, ?????????????; 
???????????, 5 ?????????
??????????????? , ?????
CCDT?????????????????, ?
?????????????.  
???????????????????
???, ???????????????, ??
?????????????? , ??????
?????????????????????
?????. ?????????????, ??
?????????????????????
???. ????? CCDT ?????????
??????????? , ?????????
????? , ???????????????
?????, ????????. ???????
????????? , ???????????
?. ???, ????????????????
???. 
3.3  非均匀采样 
???????????????????
?????????????? , ??????
???????????? . ????????
?????????????????, ????
????, ????????, ????????
????? , ???????????????
???, ?????????????????. 
? 8 ???????? CDT???????
??????, ????? 4 096. ????, ?
8a ????????, ???????????
????????; ?? 8d ?????????
?????????, ????????; ? 8e
?????????????????????
?????. ???????? 2.4 s, ?????
?????????????. 
 
     
a. ??????  b. 5????????  c. 10???????? 
     
d. 15????????  e. 20????????  f. 25???????? 
  ? 8  ????????????  
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?? 9 ?????? CCDT ???BNOT ?
??push-pull????????????????
??????????? , ?????????
???? 2 k, 16 k, 20 k? 8.5 k. ?? CCDT???
?????? 5????????????, ??
?????????? 5??????, ????
??? 25 ????????, ? BNOT ???
push-pull ?????????????????
???????????????????. ??
CCDT??????????????Delaunay?
?????????????? , ??????
?????????. 
 
     
a. ?????  b. a? CCDT????????  c. a??????????? 
     
d. ???? Lena  e. d? CCDT????????  f. d??????????? 
     
g. ?????  h. g? BNOT????????  i. g?????????? 
     
j. ???? Mario  k. j? push-pull????????  l. j??????????? 
? 9  4??????????? 
 
??? 9b?? 9c????, ???????
?????? CCDT ??, ?????????
???????? , ????????????
????????, ?????????, ???
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?????????????????????. 
???, ????????????????, ?
?????????????. ?? CCDT ??, 
?????????????????????
???? , ????????????????
?????? , ??????????????
????????????, ?? 9b??, CCDT
????????????? , ???????
?????; ???????????????
???????????, ?? 9c ??. ? 9e ?
????????, ???????????, ?
????????????; ?? 9f ?????
??, ????????????????. ??
????????? SA ????????, ??
???????????????.  
?? 9h??, BNOT???????????
??????????????? , ?????
?????????????????? , ??
?????????????????? , ??
????????, ??????????; ? 9i
?????, ??????????????. ?
????????????????? , ???
???????; ????????????, ?
??? , ?????????????????
??? BNOT???????.  
???????, ? 9 k ?????????
?, ?? push-pull ?????????????
?, ?????????????????; ??
?????????? , ??????????
???, ?? 9l ????, ?????????
???, ????? SA ??, ????????
?????????. 
?????? CCDT ??????????
??, ? 1??? 2?????????????
?. ???Matlab??? CCDT??, ???C++
??????. ??????, ????????
???????? , ????????????
?????? , ??????????????
?????. ??, ??????????, ??
1??? 2?????, ??????? 16 k?, 2
????????????? , ???????
?????????, ? CCDT ???????
????. 
表 1  与 CCDT 算法在不同采样点数时的时间对比 
????/s ?? ???? ???? 
CCDT ?? 
? 2 048 512×480  4.130 1.005 
?? 4 096 468×468  7.934 1.589 
??? 8 192 1024×1037 19.667 3.448 
??? 16 384 1024×1037 40.538 4.128 
Lena 16 384 1024×1024 41.538 9.617 
 
4  结  语 
???????? Delaunay ???????
?????? , ??????????????
????? . ???????????????
? 1-???????, ???????????, 
?????????????????????
?? 1-??????????; ???????
?????????????????????
???????????.  
?????? , ????????????
?????????; ??, ?????????
?????????????????????. 
??, ???????, ???????????
??????????????; ??????
?????????????, ? CPU ????
??????????.  
?????????? CDT???????, 
?????????????? Delaunay ???
?, ??????????????????. 
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